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Comptage de ourbes sur le plan projetif
élaté en trois points alignés
David Bourqui
Résumé : Nous établissons une version de la onjeture de Manin pour le plan
projetif élaté en trois points alignés, le orps de base étant un orps global de
aratéristique positive.
Abstrat : We prove a version of Manin's onjeture for the projetive plane
blown up in three ollinear points, the base eld being a global eld of positive
harateristi.
Vers la n des années 1980, une série de questions a été soulevée par Manin
et ses ollaborateurs (f. [BM90, FMT89℄) sur le omportement asymptotique
du nombre de points de hauteur bornée des variétés de Fano dénies sur un
orps global, e qui a initié de nombreux travaux. Ces dernières années, es
questions ont notamment été étudiées de manière intensive pour les surfaes
de del Pezzo généralisées dénies sur un orps de nombres, en suivant la
stratégie initiée par Salberger dans [Sal98℄, dont le prinipe onsiste à relever
le déompte des points de hauteur bornée à un ertain torseur sous un tore
au-dessus de la variété étudiée (en général un torseur universel). Dans de
nombreux as de surfaes, le problème de omptage  relevé  peut alors se
traiter par des tehniques de théorie analytique des nombres. Un des points
ruiaux pour l'eaité de la méthode est que l'on dispose d'équations ex-
pliites pour les torseurs onsidérés. Voii un très bref aperçu des résultats
obtenus dans e ontexte (nous renvoyons au survol [Bro07℄ pour plus de
détails). Le premier exemple de surfae de del Pezzo non torique à avoir été
traité est dû à de la Bretèhe : il s'agit de l'élaté du plan projetif en 4
points en position générale, i.e. de la surfae de del Pezzo (lisse) de degré
5 ([dlB02℄). Par la suite, un ertain nombre d'exemples de surfaes de del
Pezzo singulières de degré 3, 4, 5 ou 6 ont été traités, essentiellement par de
la Bretèhe, Browning et Derenthal (f. par exemple [dlBBD07, dlBB07℄).
L'obtention d'un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hau-
teur bornée dans le as des surfaes ubiques lisses semble notamment hors
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de portée pour l'instant.
Dans e texte, nous étudions le problème dans le as où la surfae X
onsidérée est le plan projetif élaté en trois points aligné, le orps de base
étant un orps global de aratéristique positive. Nous établissons une version
de la onjeture de Manin dans e as (théorème 2.3). Dans e adre, le
problème a une reformulation géométrique simple : on herhe à évaluer le
nombre de morphismes d'une ourbe xée C vers X de degré donné, quand
le degré devient grand. Soulignons que la ourbe C est supposée de genre
quelonque dans notre étude, alors que les travaux ités préédemment sur
les surfaes de del Pezzo généralisées se limitent en général au as où le orps
de base est le orps des rationnels.
Nous suivons également la stratégie de Salberger : la première étape de la
démonstration onsiste à relever le problème de omptage au torseur universel
au-dessus de X . Nous dérivons ette étape dans la setion 1, où nous nous
plaçons en fait dans le adre plus général d'une variété X dont l'anneau de
Cox est supposé de type ni. De façon informelle, ei permet de ramener
le dénombrement des morphismes de C vers X de degré donné à elui de
ertaines familles de setions globales de brés en droites, setions astreintes
à satisfaire deux types de onditions : elles doivent satisfaire les  mêmes 
équations que le torseur universel et leurs diviseurs doivent satisfaire ertaines
onditions de oprimalité (onditions entièrement expliites en termes des
données dérivant le torseur universel). On se reportera à la proposition 1.20
pour un énoné préis. Une tehnique standard d'inversion de Möbius permet
d' oublier  la ondition de oprimalité. Le plus ardu est de tenir ompte
des équations satisfaites par les setions dans le dénombrement. À et égard,
le as le plus simple apparaît omme étant elui des variétés toriques, où
il n'y a pas d'équations. On est alors ramené à estimer la dimension de
ertains espaes de setions globales, e qui peut se faire via le théorème de
Riemann-Roh, et mène à la démonstration de la onjeture de Manin dans
e as. Cei est fait dans [Bou03℄. Dans et artile nous expliquons omment
traiter la première ondition dans le as où X est le plan projetif élaté en
trois points alignés, où il n'y a qu'une équation pour le torseur universel, qui
plus est partiulièrement simple. Les tehniques utilisées sont élémentaires et
suseptibles de s'adapter à d'autres surfaes de del Pezzo généralisées dont
le torseur universel est donné par une seule équation (f. [Der06℄ pour la
lassiation de es surfaes).
Nous terminons ette introdution par quelques remarques : dans le as
où le orps de base est le orps des rationnels, l'étude du nombre de points de
hauteur bornée sur le plan projetif élaté en trois points alignés est traité
via l'usage du torseur universel par Browning dans [Bro07℄. Dans e as,
le résultat déoule aussi d'un théorème plus général de Chambert-Loir et
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Tshinkel sur la validité des onjetures de Manin pour les ompatiations
équivariantes d'espaes anes dénies sur un orps de nombres (f. [CLT00,
CLT02℄). Ces derniers auteurs utilisent des tehniques d'analyse harmonique.
Il est probable que leurs arguments s'adaptent dans le as d'un orps global
de aratéristique positive, mais ei resterait à mettre en ÷uvre.
1 Relèvement du problème de omptage au tor-
seur universel
1.1 Quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox
Nous faisons quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox, initiée
par Cox dans [Cox95b℄ dans le as des variétés toriques. On peut la voir
omme une généralisation des oordonnées homogènes sur les espaes pro-
jetifs. Hassett et Tshinkel ont montré qu'elle fournissait un outil eae
pour la détermination expliite des équations de ertains torseurs universels
(f. [Has04℄).
Soit k un orps et X une variété projetive, lisse et géométriquement
intègre dénie sur k. On suppose que le groupe de Piard de X est libre
de rang ni et déployé, i.e. Pic(Xk¯) oïnide ave Pic(Xk sep) et l'ation du
groupe de Galois absolu est triviale. On suppose en outre que l'anneau de Cox
de X (f. [Has04℄), noté Cox(X), est de type ni. Soit (si)i∈I une famille nie
de setions globales (non onstantes) qui engendrent Cox(X). Pour i ∈ I, soit
Di le diviseur des zéros de si. On note Di = [Di] sa lasse dans Pic(X). On
dénit une Pic(X)-graduation sur k[(si)i∈I ] en posant deg(si) = Di.
Soit IX l'idéal Pic(X)-homogène noyau du morphisme naturel k[si] →
Cox(X), de sorte qu'on a un isomorphisme Cox(X)
∼
→ k[(si)]/IX .





ZDi −→ Pic(X) −→ 0. (1.1)
D'après le lemme de Rosenliht, k[X0]
×/k× est un Z-module libre de rang
ni.
Notation 1.1
On note NX le Z-module k[X0]
×/k×.




Remarque 1.2 : Comme les setions si engendrent Cox(X), le ne eetif
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de X , noté C
e
(X), est l'image du ne ⊕
i∈I
R>0Di. En partiulier, il est de
type ni. 
Le tore de Néron-Severi T
NS
déf
= Hom(Pic(X),Gm) agit naturellement sur
k[si] via
t.si = t(Di).si (1.2)
et ette ation induit une ation de T
NS
sur Cox(X).
SoitD une lasse ample de Pic(X) et TX l'ensemble des points de Spec(Cox(X))
semi-stables vis-à-vis de la T
NS
-linéarisation sur le bré trivial de Spec(Cox(X))
donnée par D (vu omme aratère de T
NS
). C'est un ouvert non vide T
NS
-
stable. La théorie géométrique des invariants permet alors de montrer que
le quotient géométrique de TX par TNS existe et s'identie naturellement à
X . On montre en outre que TX → X représente l'unique lasse de torseurs
universels au-dessus de X (f. [Has04, HK00℄).
Ainsi, si D est une lasse ample de Pic(X), TX est le omplémentaire du
fermé dont l'idéal est engendré par les éléments de Cox(X) homogènes de
degrés (mD)m>1. En onsidérant des générateurs monomiaux de et idéal,
on voit que, pour un ertain ensemble IX de parties de I, TX est la réunion
des ouverts de Spec(Cox(X)) d'équation∏
i∈I′
si 6= 0 (1.3)




0 est un ouvert non vide inlus dans TX . On le note TX,0. Pour tout i ∈ I,
l'image réiproque du support du diviseur Di est l'intersetion du fermé de
Spec(Cox(X)) d'équation si = 0 ave TX . En partiulier le fermé d'équation
si = 0 renontre TX . On a don ⋂
I′∈IX
I ′ = ∅. (1.4)
On a X0 = TX,0/TNS.
Notation 1.3
On note TNX le tore Hom(NX ,Gm). La suite exate (1.1) induit don une








X le sous-ensemble de N
I
formé des éléments d vériant
∀n ∈ NX ,
∑
i∈I
ni di = 0. (1.6)
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Remarque 1.5 : D'après la suite exate (1.1) et la remarque 1.2, N
I
X s'iden-
tie à l'image dans Z
I
de l'intersetion de C
e
(X) ave Pic(X)∨. 
1.2 Appliation à la desription du fonteur des points
On se plae toujours dans le adre de la setion 1.1, dont on onserve
les notations. Nous allons utiliser la desription de X omme le quotient
géométrique TX/TNS pour expliiter le fonteur des points de X . Le résultat
est en fait une généralisation immédiate et naturelle de la desription de Cox
du fonteur des points d'une variété torique projetive et lisse donnée dans
[Cox95a℄.
Dénition 1.6
Soit S un shéma et (Li)i∈I une famille de brés en droites sur S. Une NX -








vériant la onditions suivante : pour tout n,n′ dans NX , on a
cn ⊗ cn′ = cn+n′. (1.8)
Remarque 1.7 : Deux NX -trivialisations (cn) et (c
′
n) de (Li)i∈I dièrent par
une unique famille d'isomorphismes c′′n : OS
∼
→ OS vériant la ondition
(1.8), i.e. par un morphisme de groupe NX −→ H
0(S,OS)
×. En d'autres
termes, l'ensemble des NX-trivialisations de (Li)i∈I est un espae prinipal
homogène sous l'ation du groupe TNX (H
0(S,OS)). 
Notation 1.8





= {d ∈ N I ,
∑
i
diDi = D}. (1.9)








Soit S un k-shéma. Soit (Li)i∈I une famille de brés en droites sur S munie
d'une NX-trivialisation (cn). Pour tout a = (ai) ∈ Z
I











i . Pour tout d ∈ N
I
D tel que αd 6= 0 on a don d− a ∈ NX .








Si a′ = (ai) est tel que D =
∑
i∈I
a′iDi, alors a − a
′ ∈ NX et l'isomorphisme




qui grâe à la ondition (1.8) vérie ιa,a′ ◦ ϕd,a = ϕd,a′ pour tout d ∈ N
I
D.


















La ondition (1.13) sera alors notée
F (ui) = 0. (1.15)
On omet don dans ette notation la référene à la NX -trivialisation (qui
dans la suite sera toujours lairement indiquée par le ontexte).
Dénition 1.9
Soit S un k-shéma. Une X-olletion sur S est la donnée pour tout i ∈ I
d'un bré en droites Li sur S et d'une setion globale ui de Li, ainsi que
d'une NX -trivialisation (cn) de (Li), es données étant astreintes à vérier
les onditions suivantes :
1. Pour tout i ∈ I, la setion ui induit un morphisme OS → Li et par




L−1i −→ OS (1.16)
soit surjetif.
2. Pour tout élément homogène F de IX , on a
F (ui) = 0. (1.17)
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est une famille d'isomorphismes Li
∼
→ L′i envoyant ui sur u
′
i et cn sur c
′
n.
On note CX(S) l'ensemble des X-olletions sur S modulo isomorphisme.
Remarque 1.10 : Il existe sur X une X-olletion universelle : on prend
Li = O(Di) et ui la setion anonique de O(Di). La NX-trivialisation (cn)
est donnée par la suite exate (1.1) (elle dépend du hoix de l'identiation
NX ⊂ k[X0]
×
). Si pi : S → X est un k-morphisme, ((pi∗O(Di), pi
∗ui), (pi
∗cn))
est une X-olletion sur S. On obtient ainsi une appliation fontorielle en
S
Homk(S,X) −→ CX(S). (1.18)

Théorème 1.11
L'appliation (1.18) induit une bijetion de Homk(S,X) sur l'ensemble des
lasses d'isomorphisme de X-olletions sur S. AinsiX représente le fonteur
qui à un k-shéma S assoie l'ensemble des lasses d'isomorphisme de X-
olletions sur S.
La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration du
théorème prinipal de [Cox95a℄. Indiquons juste de manière informelle om-
ment est onstruit le morphisme S → X orrespondant à la X-olletion
((Li, ui), (cn)) : le morphisme en question assoie à s ∈ S le  point de o-
ordonnées homogènes (ui(s)) . La suite exate (1.1) montre que le I-uple
(ui(s)) est bien déni modulo l'ation de TNS. Les onditions 1 et 2 de la
dénition 1.9 assurent que (ui(s)) est dans TX .
On note Homk,X0(S,X) l'ensemble des k-morphismes de S vers X dont
l'image shématique renontre l'ouvert X0.
Dénition 1.12
Soit S un k-shéma. Une X-olletion sur S ((Li, ui), (cn)) est dite non dé-
générée si les setions ui sont toutes non nulles.
Compte tenu du fait qu'on a X0 = TX,0/TNS où TX,0 est l'ouvert d'équation∏
si 6= 0, une adaptation immédiate de la démonstration du théorème 1.11
permet également de montrer le résultat suivant.
Théorème 1.13
L'appliation (1.18) induit une bijetion de Homk,X0(S,X) sur l'ensemble des
X-olletions sur S non dégénérées modulo ismorphisme.
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1.3 Desription des morphismes de C vers X : montée
au torseur universel
On se plae toujours dans le adre de la setion 1.1. Soit C une ourbe
projetive, lisse et géométriquement intègre dénie sur k. On note g son
genre. Pour d ∈ N IX , on herhe à dérire l'ensemble des k-morphismes de C
vers X dont l'image renontre X0 et tels qu'on ait
∀i ∈ I, deg f ∗(Di) = di. (1.19)
On va montrer que et ensemble se dérit bien en termes des données dé-
nissant le torseur universel au dessus de X .
On suppose pour simplier que C admet un diviseur de degré 1 (e qui
sera de toute façon vérié pour l'appliation que nous avons en vue, le orps
k étant alors ni).
Notations 1.14
On xe un diviseur de degré 1 sur C , noté D1. On xe également un sous-
ensemble P˜ic
0
(C ) de Div0(C ) de représentants de Pic0(C ).
On note P˜ic
0
(C )IX le sous-ensemble de P˜ic
0
(C )I formé des éléments (Ei)
vériant
∀n ∈ NX ,
∑
i∈I
ni Ei ∼ 0. (1.20)
Remarque 1.15 : L'image de P˜ic
0
(C )IX dans Pic
0(C )I s'identie don au
sous-groupe Pic0(C )⊗NX . 
Notations 1.16
Pour tout E ∈ P˜ic
0
(C )IX , on xe une NX-trivialisation cE de la famille
(OC (Ei)). Pour tout d ∈ N
I
X , ei induit une NX -trivialisation naturelle
cE,d de la famille (OC (Ei + diD1)). Par la suite, sauf mention expliite du
ontraire, la famille (OC (Ei + diD1)) sera toujours munie de ette trivialisa-
tion.
Pour tout E ∈ P˜ic
0
(C ), et tout d ∈ N on note
HE,d = H
0(C ,OC (E+ dD1)) (1.21)
et
H•E,d = HE,d \ {0}. (1.22)
Le lemme suivant est une onséquene lassique du théorème de Riemann-




1. Si d > 2 g − 1, la dimension du k-espae vetoriel HD,d est 1− g + d.
2. La dimension du k-espae vetoriel HD,d est majorée par 1 + d.
Notations 1.18
On note pour tout E ∈ P˜ic
0
























l'ensemble des points fermés de C et Div
e
(C ) le monoïde des
diviseurs eetifs de C , i.e. le monoïde abélien libre de base C (0).
Pour tout v ∈ C (0) et D ∈ Div
e
(C ), on note v(D) la multipliité de D
en v.












= {E ∈ Div
e















E,d, (div(si)) ∈ DivI,X,prim}. (1.27)
Pour tout E ∈ P˜ic
0
(C )IX et tout d ∈ N
I









I,X,prim, ∀F ∈ IX,homog, F (si) = 0}, (1.28)
où IX,homog désigne l'ensemble des éléments homogènes de l'idéal IX .
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Proposition 1.20
Soit d ∈ N IX . On a une bijetion entre :
1. les k-morphismes de C vers X dont l'image renontre X0 et vériant
∀i ∈ I, deg f ∗(Di) = di ; (1.29)





I,X,prim, ∀F ∈ IX,homog, F (si) = 0}/TNS(k)
(1.30)
pour E parourant P˜ic
0
(C )IX .





I,X,prim, ∀F ∈ IX,homog, F (si) = 0} (1.31)
on assoie la X-olletion non degénérée
((OC (Ei + diD1), ui), cE,d) (1.32)
(le fait que (ui) soit dans H
•
I,X,prim signie exatement que la ondition 1 de
la dénition 1.9 est satisfaite).
On va montrer que ei induit une bijetion de l'ensemble dérit dans
le point 2 de l'énoné de la proposition sur l'ensemble des lasses d'iso-
morphisme de X-olletions non dégénérées ((Li, ui), (cn)) sur C vériant
deg(Li) = di, e qui donnera le résultat d'après le théorème 1.13.
Toute telle lasse d'isomorphisme ontient un élément de la forme
((OC (Ei + diD1), ui), t.cE,d), (1.33)
où (Ei) ∈ P˜ic
0
(C )IX , ui ∈ H
•
Ei,di
, et (f. la remarque 1.7) t est un élément de
TNX (H
0(C ,OC )) = TNX (k).
Deux X-olletions
((OC (Ei + diD1), ui), t.cE,d) (1.34)
et




sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (λi) ∈ (k
×)I = GIm(k)
tel que u′i = λi ui et t
′ = piX(λi) t (f. notation 1.3).
Ainsi dans toute lasse d'isomorphisme, on peut trouver un élément de la
forme (OC (Ei + diD1), (ui), cE,d). Par ailleurs les X-olletions
((OC (Ei + diD1), ui), cE,d) (1.36)
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et
((OC (Ei + diD1), u
′
i), cE,d) (1.37)
sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (λi) ∈ G
I
m(k) tel que
ui = λi u
′
i et piX(λi) = 1, i.e. d'après (1.5) si et seulement s'il existe un
élément (λi) ∈ TNS(k) tel que ui = λi u
′
i. Cei montre le résultat. 
1.4 Inversion de Möbius
On se plae toujours dans le adre de la setion 1.3. An de se  débaras-
ser  de la ondition (si) ∈ H
•
I,X,prim apparaissant dans la proposition 1.20,
il est lassique d'utiliser une inversion de Möbius.
Proposition 1.21
Il existe une unique fontion µX : Dive(C )
I −→ C vériant
∀D ∈ Div
e




Cette fontion vérie en outre les propriétés suivantes :
1. elle est multipliative, 'est-à-dire que si E et D vérient
∀i ∈ I, pgcd(Di,Ei) = 0 (1.39)
alors on a
µX(D+ E) = µX(D)µX(E) ; (1.40)
2. pour tout v ∈ C (0) et tout n ∈ N I , µX( (ni v) ) ne dépend que de n (et
pas de v) ; on note µ0X(n) ette valeur. On a µ
0
X(n) = 0 s'il existe i tel
que ni > 2 ou si
∑
ni = 1.
Démonstration : Il sut de reprendre la démonstration de la proposition
1 de [Bou03℄. Notons que la dernière assertion déoule aussitt du fait que si∑
ni = 1 alors ((ni v)) est dans DivI,X,prim e qui provient de (1.4). 








ni = 0 (1.41)
On a alors




En partiulier, si n ∈ {0, 1}IX \ {0}, on a µ
0
X(n) = 0. 
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Notation 1.23
Si A est un ensemble, n un élément de {0, 1}A et L un orps, on pose
Ln
déf
= {(xα) ∈ L
A, ∀α ∈ A, xα = 0 si nα = 1}. (1.43)
On suppose à présent que k est un orps ni de ardinal q. Pour v ∈ C (0),
on note fv le degré de v et κv le orps résiduel, de sorte que #κv = q
fv déf= qv.
Notation 1.24












On a la relation∑
n∈{0,1}I















∃I ′ ∈ IX ,
∏
i∈I′
xi 6= 0⇐⇒ ∀n /∈ {0, 1}
I










v, ∀n /∈ {0, 1}
X
I , (xi) /∈ κ
n
v , ∀F ∈ IX , F (xi) = 0
}
(1.47)














Pour onlure il sut de remarquer que ommeX est le quotient géométrique





et dim(TX) = rg(TNS) + dim(X). 
12
1.5 Conjetures de Manin
On se plae toujours dans le adre de la setion 1.3. On suppose désormais










la fontion zêta de Dedekind de la ourbe C .
Soit D un élément de Pic(X) situé à l'intérieur du ne eetif. Pour tout
ouvert U de X , on note, pour d > 0, ND,U(d) le ardinal de l'ensemble des
k-morphismes f : C → X dont l'image reontre U et qui vérient
deg f ∗(D) = d. (1.52)
Ce ardinal est ni si U est assez petit (et toujours ni si D est ample par
exemple).
Les onjetures de Manin tentent alors de prédire le omportement asymp-
totique de ND,U(d) lorsque d tend vers l'inni. Nous énonçons une version
possible de ette onjeture dans le as où D est la lasse du bré antiano-
nique.
































Nous renvoyons à [Pey03℄ pour la justiation du fait que es onstantes sont
bien dénies. L'argument de loin le plus déliat onerne la onvergene du
produit eulérien gurant dans la dénition de γ(X), pour lequel on invoque
les onjetures de Weil démontrées par Deligne. Il est à noter que dans tous
les as où la onjeture de Manin a été établie, la onvergene peut être
démontrée diretement, sans faire appel à un résultat aussi n.
Question 1.26
Soit











α(X) γ(X) d rg(Pic(X))−1q δ d ? (1.56)
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Une stratégie lassique pour l'étude asymptotique de ND,U(d) est d'essayer de
préiser le omportement analytique de la fontion zêta des hauteurs assoiée,








Dans ette optique, rappelons d'abord deux énonés taubériens élémentaires,
onséquenes diretes des estimations de Cauhy.
Proposition 1.27
Soit (an) ∈ C
N




a pour rayon de onvergene |α| et que sa somme se prolonge en une fontion
f(z) méromorphe sur un disque de rayon stritement supérieur à |α|, ayant
en α un ple d'ordre k et des ples d'ordre au plus k− 1 en tout autre point
du erle de rayon |α|. Alors on a
an = (lim
z→α
















(à oeients réels positifs) si on a |an| 6 bn pour tout n.
Proposition 1.29
Soit (an) ∈ C
N













est majorée par une série dont le rayon de onvergene
est supérieur à ρ et dont la somme se prolonge en une fontion mé-
romorphe sur un disque de rayon stritement supérieur à ρ, ayant des






est ρ-ontrlée à l'ordre k si elle vérie les onditions de
la proposition 1.29.




on peut énoner la variante analytique suivante
de la question 1.26.
Question 1.31
On onserve les notations de la question 1.26. On note Z˜ω−1X ,U
(T ) la série
telle que Z˜ω−1X ,U
(T δ) = Zω−1X ,U
(T ). Est-il vrai que si U est assez petit, la série
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Z˜ω−1X ,U
(T ) a pour rayon de onvergene q−δ et que sa somme se prolonge en
une fontion méromorphe sur le disque |z| < q−δ+ε ayant un ple d'ordre
rg(Pic(X)) en z = q−δ, et des ples d'ordre au plus rg(Pic(X)) − 1 en tout







(T ) = α(X) γ(X) (1.60)
Si la question 1.26 admet une réponse positive, alors d'après la proposition
1.27 la question 1.31 admet une réponse positive.
1.6 Relèvement au torseur universel pour la fontion
zêta des hauteurs
On onsidère toujours un élément D de Pic(X) situé à l'intérieur du ne
eetif. Nous nous plaçons à présent dans le as où U = X0 et expliquons
omment s'exprime au niveau de la fontion zêta des hauteurs la montée
au torseur universel (donnée par la proposition 1.20) du déompte des mor-
phismes de degré borné.
Soit (ni,D) ∈ N
I
>0 tel que D =
∑
i ni,D [Di] . Nous avons d'après les
propositions 1.20 et 1.21

















































Pour tout élément E ∈ Div
e
(C ), on note sE la setion anonique de OC (E).
Notations 1.33
Soit E ∈ Div
e
(C )I . On note P˜ic
0




E+ (Ei − deg(Ei)D1) ∈ P˜ic
0
(C )IX . (1.64)
Remarquons que le morphisme  lasse dans le groupe de Piard  induit une
bijetion de P˜ic
0
(C )IX,E sur le sous-ensemble de Pic
0(C )I donné par
− ([Ei]− deg(Ei) [D1]) + Pic
0(C )⊗NX . (1.65)
Pour d ∈ N IX vériant di > deg(Ei), etE ∈ P˜ic
0
(C )I , on noteNX(d,E,E)






∀F ∈ IX,homog, F (si.sEi) = 0. (1.67)
Ainsi on a

















Remarque 1.34 : La remarque 1.5 permet de réérire l'égalité (1.68) en
termes du ne eetif de X , i.e. sous la forme



















Comme dans le adre des orps de nombres, ette montée au torseur uni-
versel ne onstitue qu'une première étape dans une éventuelle démonstration
16
de la onjeture de Manin pour X . La tâhe diile onsiste à évaluer de
manière susamment préise le omportement asymptotique de la quantité
NX(d,E,E). Comme déjà indiqué dans l'introdution, le as le plus favorable
à et égard est elui où X est torique, ar l'idéal IX est alors nul : il n'y a
pas d'équation à prendre en ompte. Dans la suite de et artile, nous expli-
quons omment traiter le as du plan projetif élaté en trois points alignés,
as où le torseur universel est donné par une unique équation, qui plus est
partiulièrement simple.
2 Le as du plan projetif élaté en 3 points
alignés
2.1 Desription du torseur universel au-dessus du plan
élaté en 3 points alignés
Soit p1, p2, p3 trois points alignés du plan projetif et S la surfae obtenue
en élatant es trois points. Soit p0 un point du plan projetif qui n'est pas
sur la droite 〈p1, p2, p3〉. On note (Ei)i=1,2,3 les diviseurs exeptionnels de
l'élatement, E0 le transformé strit de la droite 〈p1, p2, p3〉 et (Fi)i=1,2,3 les
transformés strits de droites 〈pi, p0〉.
D'après [Der06℄ (f. également [Has04℄), on peut trouver des setions glo-


























On vérie alors que TS ⊂ Spec(Cox(S)) est la réunion des ouverts d'équa-
tions
s1 s2 t1 t2 t3 6= 0, (2.5)
s2 s3 t1 t2 t3 6= 0, (2.6)
s1 s3 t1 t2 t3 6= 0, (2.7)
s0 s1 s2 t1 t2 6= 0, (2.8)
s0 s1 s3 t1 t3 6= 0, (2.9)
s0 s2 s3 t2 t3 6= 0, (2.10)
et s0 s1 s2 s3 6= 0. (2.11)








(1− T 3) (1− T 2)3
. (2.12)

Remarque 2.2 : D'après e qui préède, l'appliation
(d0, d1, d2, d3) −→ (d0, d1, d2, d3, d0+d1+d3, d0+d2+d3, d0+d1+d2) (2.13)









au moyen de ette bijetion.
De même, pour tout E = (E0, (Ei), (Fi)) ∈ Dive(C )
7
, l'appliation qui à




D0 + [E0]− deg(E0) [D1] +
∑
j 6=i
(Di + [Ei]− deg(Ei) [D1])− [Fi] + deg(Fi) [D1]
))
(2.14)
est une bijetion de Pic0(C )4 sur le sous-ensemble de Pic0(C )7 donné par
−
(




Ainsi (f. la notation 1.33 et la remarque y gurant) l'appliation
(E0, (Ei), (Fi)) 7→ (E0,E1,E2,E3) (2.16)
omposée ave le morphisme  lasse dans le groupe de Piard  induit une
bijetion de P˜ic
0





Soit p1, p2, p3 trois points alignés du plan projetif et S la surfae obtenue
en élatant es trois points. Soit p0 un point du plan projetif qui n'est pas
sur la droite 〈p1, p2, p3〉. Soit S0 l'ouvert de S obtenu en retirant les diviseurs
exeptionnels de l'élatement, et les transformés strits des droites 〈p1, p2, p3〉,
et 〈pi, p0〉 pour i = 1, 2, 3.
On a alors une ériture
Zω−1S ,S0
(T ) = ZC (q
2 T 3)ZC (q T
2)3Z˜(T ) + Z
err
(T ) (2.17)
où Z˜(T ) est une série de rayon de onvergene stritement supérieure à q−1
vériant











(T ) est une série q−1-ontrlée à l'ordre 2.




(d) = α(S) γ(S) d rg(Pic(S))−1q d + O
d→+∞
(
d rg(Pic(S))−2 q d
)
. (2.19)
En partiulier, la réponse à la question 1.26 est positive pour l'ouvert U = S0.
Démonstration : Notons qu'on a ii δ = 1. Compte tenu du théorème












(1− q T )ZC (T )
)4
(2.20)
e qui est immédiat au vu de la remarque 2.1. 
2.3 Démonstration du résultat prinipal : préliminaires





en reprenant la notation 1.18, pour E = (E0, (Ei), (Fi)) ∈ Dive(C )
7
, E =
(E0, (Ei), (Fi)) ∈ P˜ic
0
(C )7S,E, et d ∈ N
4
, NS(d,E,E) désigne le ardinal de
l'ensemble des éléments














vériant la relation ∑
16i63






























Z(E,E, T ). (2.24)










An d'alléger un peu l'ériture, on hange légèrement les notations : on dé-
signe désormais par NS(d,E,E) le ardinal de l'ensemble des éléments




















si ti sEi sFi = 0.
Un hangement de variables immédiat dans l'expression (2.23) permet

















= d0 + d1 + deg(E0) + deg(E1)− deg(F2)− deg(F3) (2.28)
et φ2, φ3 de manière analogue en permutant de manière irulaire les indies
1, 2 et 3.
Soit E ∈ Div
e
(C )7 etE ∈ P˜ic
0
(C )7S,E. Soit Z0(E,E, T ) la série dénie par
la formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux d vériant la
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ontrainte suivante : il existe deux indies distints k et k′ ave 1 6 k, k′ 6 3
tels qu'on ait
φk(d,E) > 2 g − 1 (2.29)
et
φk′(d,E) > 2 g − 1. (2.30)
Pour 1 6 k 6 3, on érit {1, 2, 3} = {k, k′, k′′}. Soit Zk(E,E, T ) la série
dénie par la formule (2.27) en restreignant le domaine de sommation aux d
vériant les ontraintes
φk(d,E) > 2 g − 1, (2.31)
φk′(d,E) < 2 g − 1 (2.32)
et
φk′′(d,E) < 2 g − 1. (2.33)
Soit enn Z4(E,E, T ) la série dénie par la formule (2.27) en restreignant
le domaine de sommation aux d vériant les ontraintes
∀i ∈ {1, 2, 3}, φi(d,E) < 2 g − 1. (2.34)
On a don l'ériture
Z(E,E, T ) = Z0(E,E, T ) +
3∑
k=1
Zk(E,E, T ) + Z4(E,E, T ). (2.35)
Expliquons en deux mots l'intérêt de ette déomposition. Comme on le
verra à la setion 3.3, nous allons utiliser le théorème de Riemann-Roh pour
estimer la quantité NS(d,E,E). Pour d  grand , on obtiendra une formule
exate alors que pour d  petit , on devra se ontenter d'une majoration
(f. le orollaire 3.7). Le terme Z0 (respetivement les termes Z1, . . . , Z4)
orrespond à la sommation sur les d qui sont  grands  (respetivement
 petits ). Les majorations de NS(d,E,E) obtenues à la setion 3.3 per-
mettront de montrer que les termes Z1, . . . , Z4 ne ontribuent pas au terme
prinipal de la fontion zêta des hauteurs. Cei est l'objet des propositions 4.1
et 4.3. La proposition 4.4 alule expliitement le terme Z0 (modulo de nou-
veaux termes d'erreur qu'il s'agira de ontrler, f. la sous-setion 4.3 pour
plus de détails) grâe à l'expression exate de NS(d,E,E) pour d  grand ,
et dégage ainsi le terme prinipal de la fontion zêta des hauteurs.
La démonstration du théorème 2.3 s'obtient alors en ombinant les pro-
positions 4.1, 4.3 et 4.4.
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3 Quelques lemmes
Nous rassemblons dans ette setion quelques lemmes qui nous seront
utiles lors de la démonstration du théorème 2.3.
3.1 Un lemme ombinatoire
Notation 3.1



















(1− Ti)Fν(ρ,T ). (3.2)
Notons que pour tout µ ∈ N on a
F(νi+µ)(ρ,T ) = ρ
µ Fν(ρ,T ). (3.3)
Proposition 3.2
Soit ν ∈ N r.
1. Soit n ∈ N r. On pose
m = Min(ni + νi) (3.4)
I1 = {i ∈ {1, . . . , r}, ni > 1} (3.5)
I2 = {i ∈ {1, . . . , r}, ni > 2} (3.6)
et K = {i ∈ I1, ni + νi > m+ 1}. (3.7)
Si I1 6= {1, . . . , r}, le oeient d'indie n de F˜ν(ρ,T ) vaut
ρm si I1 = ∅
ρm − ρm−1 si I1 6= ∅ et K = ∅
0 si K 6= ∅.
(3.8)
Si I1 = {1, . . . , r}, le oeient d'indie n de F˜ν(ρ,T ) vaut
0 si I2 ∩K 6= ∅
−ρm si I2 = ∅ et K 6= ∅
0 si I2 6= ∅ et K = ∅
ρm−1 − ρm si I2 6= ∅ et K 6= ∅ et I2 ∩K = ∅
−ρm−1 si I2 = K = ∅.
(3.9)
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En partiulier on a




2. F˜ν(ρ,T ) est un polynme dont le degré partiel en haque Ti est majoré
par Max(νi) + 1.
3. Soit ρ > 1, ε > 0 et (ηi)16i6r des nombres omplexes de module 1. On
a pour tout ν la majoration∣∣∣F˜ν (ρ, (ηi ρ−1))∣∣∣ 6 (2 +Max(νi)−Min(νi))r ρMin(νi) (3.11)
Démonstration : Montrons le point 1. Notons an le oeient en ques-
tion.

























On a don, par un argument ombinatoire lassique,
an =

ρm si I1 = ∅
ρm − ρm−1 si I1 6= ∅ et K = ∅
0 si K 6= ∅.
(3.14)























ρMin((ni+νi)i/∈J ,(ni−1+νi)i∈J ). (3.17)
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0 si I2 ∩K 6= ∅
−ρm si I2 = ∅ etK 6= ∅
0 si I2 6= ∅ etK = ∅
−ρm si I2 6= ∅ etK 6= ∅ et I2 ∩K = ∅













0 si I2 ∩K 6= ∅
0 si I2 = ∅ etK 6= ∅
0 si I2 6= ∅ etK = ∅
ρm−1 si I2 6= ∅ etK 6= ∅ et I2 ∩K = ∅
−ρm−1 si I2 = K = ∅
(3.20)
On en déduit le point 1.
Montrons le point 2. Soit n ∈ Nd tel que le oeient d'indie n de
F˜ν(ρ,T ) soit non nul.
Supposons I1 6= {1, . . . , r}. Soit i0 ∈ {1, . . . , r} \ I1. On a don
m 6 ni0 + νi0 = νi0 (3.21)
Comme le oeient d'indie n est non nul, d'après le point 1 on a
∀i ∈ I1, ni + νi = m 6 νi0 (3.22)
On a don
∀i ∈ {1, . . . , r}, ni 6 Max(νj) (3.23)
Supposons à présent I1 = {1, . . . , r}. Comme le oeient d'indie n est
non nul, d'après le point 1 on a soit I2 = ∅ soit I2 6= ∅ et K 6= ∅ et
K ∩ I2 = ∅.
Si I2 = ∅ alors ni = 1 pour tout i.
Supposons à présent I2 6= ∅ et K 6= ∅ et K ∩ I2 = ∅. Comme K 6= ∅ et
K ∩ I2 = ∅, il existe i0 ∈ I1 \ I2 tel que
1 + νi0 = ni0 + νi0 > m+ 1 (3.24)
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d'où m 6 νi0 .
Comme K ∩ I2 = ∅, on a pour tout i ∈ I2
ni + νi = m 6 νi0 (3.25)
et don
∀i ∈ I2, ni 6 Max(νj) (3.26)
Finalement on a montré que quelle que soit la valeur de n telle que le
oeient d'indie n est non nul, on a
∀i, ni 6 Max(νj) + 1. (3.27)
Montrons le point 3. En utilisant (3.3), on se ramène aussitt au as où
Min(νi) = 0. Dans e as, on a pour tout n
Min(ni + νi)−
∑
ni 6 0. (3.28)











Soit r > 1 un entier, (an) ∈ C
N
r
et ρ > 0 un réel. On suppose qu'il existe


















∣∣F (ηi ρ−1)∣∣ . (3.32)
On a alors
∀n ∈ N r, |an| 6
∏
i












znii on a d'après les esti-
mations de Cauhy














Le résultat en déoule aussitt. 
Lemme 3.4
Soit r > 1 et D ∈ Div
e










Il existe une onstante c > 0 (ne dépendant que de C ) telle qu'on ait la
propriété suivante : pour tout réel θ > 0, il existe une onstante cθ > 0 (ne
dépendant que de q) telle qu'on ait























































F (T )GD(T ) (3.42)
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ave






















































D'après le lemme 3.3, on a le résultat voulu. 
3.3 Comptage de setions globales
Les résultats de ette partie sont à la base de l'estimation de la quantité
NS(d,E,D) introduite à la setion 2.3. Les démonstrations reposent sur de







2 des diviseurs de C tels qu'on ait
D1 +D
′
1 ∼ D2 +D
′
2. (3.48)
Soit s1 (respetivement s2) une setion globale non nulle de OC (D1) (respe-





→ OC (D2 +D
′
2), (3.49)








0(C ,OC (D1 +D
′
1)) (3.50)
qui à (t1, t2) assoie t1 s1 + t2 s2.
Soit δ le degré de D1+D
′




1. On suppose qu'on a l'inégalité
δ < deg(D1) + deg(D2)− deg(pgcd[div(s1), div(s2)]). (3.51)
Alors ϕs1,s2 est injetive.
2. On suppose qu'on a l'inégalité
δ > deg(D1) + deg(D2)− deg(pgcd[div(s1), div(s2)]). (3.52)
Alors on a
dim(Ker(ϕs1,s2)) 6 1+δ−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1), div(s2)]).
(3.53)
3. On suppose qu'on a l'inégalité
δ > deg(D1) + deg(D2)− deg(pgcd(div(s1), div(s2))) + 2 g− 1. (3.54)
Alors on a
dim(Ker(ϕs1,s2)) = 1−g+δ−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd(div(s1), div(s2)))
(3.55)
et
Im(ϕs1,s2) = {s ∈ H
0(C ,OC (D1+D
′
1))\{0}, div(s) > pgcd(div(s1), div(s2))}∪{0}
(3.56)
Démonstration : Quitte à remplaer D′2 par un diviseur linéairement
équivalent, on peut supposer qu'on a
D1 +D
′





On peut également supposer qu'on a pgcd(div(s1), div(s2)) = 0. Soit (t1, t2) ∈
Ker(ϕs1,s2). Notons qu'on a t1 = 0 si et seulement si t2 = 0. Supposons
(t1, t2) 6= (0, 0). Comme on a s1 t1 = −s2 t2, on a
div(t1) + div(s1) = div(t2) + div(s2) (3.58)
d'où
div(t1) > div(s2). (3.59)
En partiulier, on a
deg(D2) 6 (D
′
1) = deg(D)− deg(D1) (3.60)
e qui montre la première assertion.
Par ailleurs on en déduit failement de (3.59) que l'appliation u 7→
(u s2, u s1) est un isomorphisme de H
0(C ,OC (D
′
1 − D2)) sur Ker(ϕ(s1,s2)).









3 des diviseurs de C tels qu'on ait
D1 +D
′
1 ∼ D2 +D
′
2 ∼ D3 +D
′
3. (3.61)
Soit s1 (respetivement s2, s3) une setion globale non nulle de OC (D1) (res-
petivement OC (D2), OC (D3)).













→ OC (D3 +D
′
3), (3.63)















qui à (t1, t2, t3) assoie t1 s1 + t2 s2 + t3 s3.
On note δ le degré de D1 +D
′
1.
1. Le ardinal de l'ensemble des éléments (t1, t2, t3) de Ker(ϕs1,s2,s3) véri-
ant t3 6= 0 est majoré par
q2+2 δ−deg(D1)−deg(D2)−deg(D3) + q1+deg(D
′
3). (3.65)
2. On suppose qu'on a
δ > deg(D1) + deg(D2)− 1 (3.66)
Le ardinal de l'ensemble des éléments (t1, t2, t3) de Ker(ϕs1,s2,s3) véri-
ant t3 6= 0 est majoré par
q2+2 δ−deg(D1)−deg(D2)−deg(D3). (3.67)
3. On suppose qu'on a
δ > deg(D1) + deg(D2) + 2 g − 1 (3.68)
et
δ > deg(D2) + deg(D3) + 2 g − 1. (3.69)
Alors le noyau de ϕs1,s2,s3 est de dimension
2 (δ + 1− g)−
3∑
i=1
deg(Di) + deg(pgcd(div(si)). (3.70)
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Démonstration : On peut supposer qu'on a
D1 +D
′
1 = D2 +D
′





et qu'on a pgcd(div(si)) = 0.
Soit t3 un élément non nul de H
0(C ,OC (D
′
3)) qui est dans l'image de
Ker(ϕs1,s2,s3) par la troisième projetion. On a don
div(t3) + div(s3) > pgcd[div(s1), div(s2)] (3.72)
soit
div(t3) > pgcd[div(s1), div(s2)]. (3.73)
D'après le lemme 1.17, le ardinal de l'ensemble des éléments vériant ette




Par ailleurs si t3 est un tel élément, l'ensemble des ouples (t1, t2) tels que
(t1, t2, t3) ∈ Ker(ϕs1,s2,s3) est un espae ane de diretionKer(ϕs1,s2). D'après
les points 1 et 2 du lemme 3.5, le ardinal de et ensemble est majoré par
q1+deg(D)−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1),div(s2)]) (3.75)
si
1 + deg(D)− deg(D1)− deg(D2) + deg(pgcd[div(s1), div(s2)]) > 0 (3.76)
(e qui est toujours vérié si l'hypothèse 3.66 est satisfaite) et par
q1+deg(D)−deg(D1)−deg(D2)+deg(pgcd[div(s1),div(s2)]) + 1 (3.77)
sinon. On en déduit les points 1 et 2.
Montrons le point 3. D'après le point 3 du lemme 3.5 et l'hypothèse (3.68)
un élément t3 non nul de H
0(C ,OC (D
′
3)) est dans l'image de Ker(ϕs1,s2,s3)
par la troisième projetion si et seulement si
div(t3) + div(s3) > pgcd[div(s1), div(s2)] (3.78)
i.e. si et seulement si
div(t3) > pgcd[div(s1), div(s2)]. (3.79)






3 − pgcd[div(s1), div(s2)])).
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Or on a
deg(D′3 − pgcd[div(s1), div(s2)]) > deg(D
′
3)− deg(D2) (3.80)
soit d'après l'hypothèse (3.69)
deg(D′3 − pgcd[div(s1), div(s2)]) > 2 g − 1. (3.81)
On onlut grâe au lemme 1.17 et au point 3 du lemme 3.5. 
Corollaire 3.7
Soit d ∈ N4 et E ∈ Div
e
(C )7 vériant
∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (3.82)
1. Pour tout E ∈ P˜ic
0


















+ q5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) (3.83)
2. On suppose qu'il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que la ondition
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.84)
est vériée. Alors pour tout E ∈ P˜ic
0




















3. On suppose qu'il existe j, k ∈ {1, 2, 3} ave j 6= k vériant
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.86)
et
φk(d,E) > 2 g − 1. (3.87)
Alors, pour tout E ∈ P˜ic
0
(C )7S,E, la quantité NS,0(d,E,E) (f. la sous-





















Démonstration : Quitte à permuter les indies, on peut supposer qu'on
a j = 2 et k = 3. Pour tout (si) ∈
∏
i
H•Ei,di on applique alors les diérents
résultats du orollaire 3.6 ave
Di = Ei + diD1 + Ei + Fi (3.89)
et



























En utilisant le lemme 3.4, on déduit aussitt du orollaire 3.7 le orollaire
suivant.
Corollaire 3.8
Il existe une onstante c > 0 (ne dépendant que de C ) et pour tout réel θ > 0,
une onstante cθ > 0 (ne dépendant que de q) telles qu'on ait la propriété
suivante : soit d ∈ N4 et E ∈ Div
e
(C )7 vériant
∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (3.92)
Alors
1. pour tout E ∈ P˜ic
0

















+ q5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3); (3.93)
2. si en outre il existe j ∈ {1, 2, 3} tel que la ondition
φj(d,E) > 2 g − 1 (3.94)
est vériée, pour tout E ∈ P˜ic
0

















3.4 Quelques propriétés de la fontion µS
























 = 0. (3.96)
Lemme 3.9
1. On a
∀ (e0, e, f) ∈ {0, 1}








′, f ′) (3.97)
En partiulier, pour tout (e0, e, f) ∈ {0, 1}
7
S \(0, . . . , 0), µ
0
S(e0, e, f) est
nul.
2. Soit e0 ∈ {0, 1}. On a ∑
(e,f)∈{0,1}6
µ0S(e0, e, f ) = 0 (3.98)
3. Soit (e0, e, f) ∈ {0, 1}
7





(ei + fi) = 1 ;
(b) e0 = e1 = e2 = e3 = 0 ;
() e0 = 0 et il existe un i ∈ {1, 2, 3} tel que ei = 1, fi = 0 et ej = 0
pour j 6= i.
Alors µ0S(e0, e, f) est nul.
Démonstration : Le premier point n'est autre que le ontenu de la re-
marque 1.22 dans le as où X = S, ompte tenu de la de la desription de
IS donnée à la setion 2.1. Les autres points s'en déduisent aussitt. 
Lemme 3.10



















Démonstration : D'après la proposition 1.21, la série en question s'érit















Pour montrer que e dernier produit onverge, il sut de montrer que les
onditions
(e0, e, f) 6= (0, 0, 0) et µ
0




















































Démonstration : En raisonnant omme dans la preuve du lemme 3.10,
on voit qu'il sut de montrer que les onditions
(e0, e, f) 6= (0, 0, 0) et µ
0





















































Démonstration : D'après la proposition 1.21, la série en question s'érit
















Pour montrer que e dernier produit onverge, il sut de montrer que les
onditions
(e0, e, f) 6= (0, 0, 0) et µ
0











+Min(ei + fi) < 1 (3.111)
e qui, là enore, déoule failement du point 3 du lemme 3.9. 
4 Démonstration du résultat prinipal
4.1 Le terme Z4
Proposition 4.1







Z4(E,E, T ) (4.1)
est stritement supérieur à q−1.
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∀i ∈ {1, 2, 3}, φi(d,E) < 0 (4.3)
entraînent les inégalités
0 6 d0 < deg(F1) + deg(F2) + deg(F3) + 2 g, (4.4)
0 6 d1 < deg(F2) + deg(F3) + 2 g, (4.5)
0 6 d2 < deg(F1) + deg(F3) + 2 g, (4.6)
0 6 d3 < deg(F1) + deg(F2) + 2 g. (4.7)
En partiulier Z4(E,E, T ) est un polynme en T à oeients positifs. La
proposition 4.1 déoule alors du lemme 4.2 i-dessous. 
Lemme 4.2










Démonstration : Fixons E ∈ Div
e
(C )7 et E ∈ P˜ic
0
(C )7S,E. D'après le
orollaire 3.8 et la remarque i-dessus, on a
Z4(E,E, q
−1+θ) 6 A(θ) +B(θ) (4.9)
ave
A(θ) = cθ q

































q 3 θ d0+2 θ d1+2 θ d2+(−1+2 θ) d3 (4.11)








A(θ) 6 c′θ q














B(θ) 6 c′′θ q
5+18 g θ+(3 θ−2) deg(E0)+(2 θ−1) [deg(E1)+deg(E2)]+(2 θ−2) deg(E3)
× q7 θ deg(F1)+7 θ deg(F2)+(−1+7 θ) deg(F3). (4.13)
où cθ et c
′′
θ sont des onstantes ne dépendant que de θ. Les majorations (4.9),
(4.12) et (4.13) ainsi que les lemmes 3.11 et 3.12 montrent le lemme 4.2. 
4.2 Les termes Zk pour 1 6 k 6 3
Proposition 4.3







Zk(E,E, T ) (4.14)
est q−1-ontrlée à l'ordre 2.
Démonstration : Nous traitons le as où k = 3, les autres as s'en dé-
duisent par permutation des indies.
Rappelons que pour E ∈ Div
e
(C )7 et E ∈ P˜ic
0



















Soit θ un réel stritement positif. D'après le orollaire 3.8, Z3(E,E, T ) est








































On en déduit que Z3(E,E, T ) est majorée par la série(∑
d3>0
(d3 + 1)(q T )
d3
)
Z˜3,θ(E, T ) =
1
(1− q T )2
Z˜3,θ(E, T ) (4.19)






























q3 d0+(2+θ) (d1+d2) T 3 d0+2 d1+2 d2 (4.22)
En raisonnant omme dans la preuve du lemme 4.2, on montre qu'il existe






soit onvergente, e qui onlut la preuve de la proposition 4.3. 
4.3 Le terme Z0
Proposition 4.4


















Z0(T )− ZC (q
2 T 3)ZC (q T
2)3 Z˜0(T ) (4.25)
est q−1-ontrlée à l'ordre 2.
La démonstration de ette proposition oupe le reste de ette setion.
4.3.1 Déomposition de Z0
Pour E ∈ Div
e
(C )7 et E ∈ P˜ic
0

















Soit Z0,0(E,E, T ) la série dénie par l'expression (4.26) où l'on a rem-
plaé NS par NS,0, où NS,0(d,E,E) représente le ardinal de l'ensemble des
éléments




















si ti sEi sFi = 0.
Pour 1 6 k 6 3, soit Z0,k(E,E, T ) la série dénie par l'expression (4.26)
où l'on a remplaé NS par NS,k, où NS,k(d,E,E) représente le ardinal de
l'ensemble des éléments























si ti sEi sFi = 0.
Soit enn Z0,4(E,E, T ) la série dénie par l'expression (4.26) où l'on a














Z0(E, T ) = Z0,0(E,E, T )−
3∑
k=1
Z0,k(E,E, T ) + 2Z0,4(E,E, T ). (4.31)
La proposition 4.4 déoule alors des propositions 4.6, 4.7, 4.9 et 4.10.
Remarque 4.5 : Compte tenu de la desription du torseur universel de S
donné à la setion 2.1, et rappelant que S0 désigne la surfae S privée des
droites (Ei)06i63 et (Fi)16i63, on voit que la déomposition (4.30) orrespond
à la déomposition géométrique
S \ ∪
06i63







4.3.2 Le terme Z0,4
Proposition 4.6







Z0,4(E,E, T ) (4.33)
est stritement supérieur à q−1.















































Le lemme 3.11 permet de onlure. 
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4.3.3 Les termes Z0,k pour 1 6 k 6 3
Proposition 4.7







Z0,k(E,E, T ) (4.37)
est q−1-ontrlée à l'ordre 2.
Démonstration : Nous traitons le as où k = 1, les autres as s'en dé-
duisent par permutation des variables.






























don par la série
1
(1− q T )2
Z˜0,1(E, T ), (4.40)







q2 d0+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3) T 3 d0+2 d3 .
(4.41)
Pour θ > 0 assez petit, Z˜0,1(E, q
−1+θ) est majoré par
1
(1− q−1)2
q(3θ−2) deg(E0)+(2θ−1) deg(E1)+(2θ−1) deg(E2)+(2θ−2) deg(E3)−deg(F3).
(4.42)




|µS(E)| Z˜0,1(E, T ) (4.43)
est stritement supérieur à q−1, d'où le résultat. 
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Lemme 4.8
Soit d ∈ N4 et E ∈ Div
e
(C )7 vériant
∀i ∈ {1, 2, 3}, ψi(d,E) > 0. (4.44)
On a pour tout E ∈ P˜ic
0
(C )7S,E la majoration
NS,1 (d,E,E) 6 q
5+2 d0+2 d1+2 d2+d3+deg(E0)+deg(E1)+deg(E2)−deg(F3). (4.45)
Démonstration : Rappelons que NS,1(d,E,E) désigne le ardinal de l'en-
semble des éléments


















s2 t2 sE2 sF2 = s3 t3 sE3 sF3. (4.47)
Si on xe (s0, (si), t3), il existe au plus un élément t2 satisfaisant la relation





Le lemme 1.17 permet de onlure. 
4.3.4 Le terme Z0,0



























































































= Z0,0,prin − Z0,0. (4.52)









Z0,0,err(E,E, T ) (4.53)
est q−1-ontrlée à l'ordre 2.



































où A est le sous-ensemble de N4 onstitué des éléments vériant suessive-
ment l'une des six onditions suivantes :
ψi(d,E) < 0, 1 6 i 6 3, (4.55)
φi(d,E) < 0, 1 6 i 6 3. (4.56)







où Z0,0,err,ψ1(E,E, T ) est donnée par l'expression

























est q−1-ontrlée à l'ordre 2. Le proédé est le même pour les séries orres-
pondant aux inq autres onditions.
D'après le lemme 3.4 et la dénition de ψ1, pour tout réel θ > 0, la série























(d1 + 1) q









(1− q T )2
Z˜0,0,err,ψ1,θ(E, T ) (4.59)





















q3+2(1−g)+3 d0+(2+θ)(d2+d3)qdeg(pgcd(Ei+Fi)) T 3 d0+2 d2+2 d3 . (4.60)
En raisonnant omme dans la preuve du lemme 4.2 on montre que pour θ > 0






est absolument onvergente, e qui permet de onlure. 









Z0,0,prin(E,E, T ) (4.62)
s'érit
ZC (q
2 T 3)ZC (q T
2)3 Z˜0,0,prin(T ) (4.63)
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D'après la remarque 2.2, pour tout d ∈ N4, l'appliation
(s0, (si)) 7→ (div(s0), (div(si))) (4.66)










sur l'ensemble des éléments (G0, (Gi)) ∈ Dive(C )
4
de degré d, surjetion
dont les bres sont de ardinal (q − 1)4. Ainsi la somme∑
E∈fPic0(C )7S,E
Z0,0,prin(E,E, T ) (4.68)
est égale à






























L'expression préédente peut s'érire omme le produit eulérien (f. les no-
tations 3.1)


























µ0S(e0, e, f) (q

















Z0,0,prin(E,E, T ) (4.72)










1− (q T 2)fv
)3
Z1,v(T ) (4.74)
de sorte qu'on a
Z0,0,prin = (q − 1)
4q 2(1−g)ZC (q





En reprenant les notations 3.1, Z2,v(T ) peut s'érire
1
1− (q4 T 6)fv
∑
(e0,e,f)∈{0,1}7
µ0S(e0, e, f )(q






× F˜(ei+fi)(qv, qv T
2 fv). (4.76)
La proposition 3.2 montre que la série
∏
v
Z2,v(T ) a un rayon de onvergene
stritement supérieur à q−1.
Pour terminer la démonstration, il sut don de montrer qu'on a pour
tout v ∈ C (0) la relation
Z2,v(q






On pose, pour (e0, e, f) ∈ {0, 1}
7






















µ0S(e0, e, f) factv(e0, e, f). (4.79)
Le lemme 4.11 i-dessous et le lemme 1.25 montrent que la relation (4.77)
est bien vériée, e qui onlut la démonstration. 
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Lemme 4.11
On a la relation∑
(e0,e,f)∈{0,1}7




µ0S(e0, e, f ) densS,v(e0, e, f). (4.80)
Démonstration : Rappelons qu'on a (f. les notations 1.23 et 1.24)












La relation (4.80) (voire même plus diretement le fait que le membre
de gauhe de (4.80) oïnide ave le membre de droite de (4.77)) peut très
bien se vérier par fore brute, ave l'aide par exemple d'un logiiel de alul
formel. Montrons omment on peut la retrouver via un minimum de alul.
Fixons e0 ∈ {0, 1}. Tout d'abord, rappelons qu'on a d'après le lemme 3.9∑
(e,f)∈{0,1}6
µ0S(e0, e, f) = 0. (4.82)
Ensuite, on va montrer i-dessous qu'on a
∀(e, f) ∈ {0, 1}6, factv(e0, e, f)− factv(e0, 1, 1)
= densS,v(e0, e, f)− densS,v(e0, 1, 1). (4.83)
Les deux relations (4.82) et (4.83) montrent le lemme.
Pour montrer la relation (4.83), on ommene par remarquer que par
dénition de de F˜(ei+fi) on a




























factv(e0, (0, e2, e3), f )− fact(e0, (1, e2, e3), f)
= densS,v(e0, (0, e2, e3), f)− densS,v(e0, (1, e2, e3), f) (4.86)
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(x,y) ∈ κ(0,e2,e3,f)v , x1 6= 0,
∑
xi yi = 0
}























d'où l'égalité herhée dans e as.
Supposons à présent f1 = 1. D'après (4.81), le membre de droite de (4.86)
vaut
q−e0−5v (qv − 1)#
{
(x2, y2, x3, y3) ∈ κ
(e2,e3,f2,f3)
v , x2 y2 + x3 y3 = 0
}
. (4.90)
Par un alul faile, on trouve que ette quantité est égale à
q−1−e0−e2−e3−f2−f3v (qv − 1) si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 > 1
q−3−e0−e2−f2v (qv − 1)(2 qv − 1) si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 = 0




v − qv) si e2 + f2 = 0 et e3 + f3 = 0.
(4.91)























Si e2 + f2 > 1 et e3 + f3 = 0, on a














(1− q−1v ) q
−e2−f2−1






= q−3−e0−e2−f2v (qv − 1)(2 qv − 1) (4.96)
Enn, si e2 + f2 = e3 + f3 = 0, on a



















3 + 2 q−2v (1− q
−1
v )












d'où le résultat herhé. 
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